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❡✈❡r ❤❡ ♣✐❝❦s ✭✏❝❧✐❝❦s ✐♥✑✮ ❛ ❝❡❧❧ c✱ t❤❡ ❣❛♠❡ t❡r♠✐♥❛t❡s ✐❢ t❤✐s ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠✐♥❡✱ ♦r ❛♥ ❛r❡❛
✐s ✉♥❝♦✈❡r❡❞✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ c✱ st♦♣♣✐♥❣ ❛t ❝❡❧❧s ❤❛✈✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐♥❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐♥❡s ♠❛r❦❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✶ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❝❡❧❧ c ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲❧❡❢t ❝♦r♥❡r ♦❢ ❛♥ 8× 8 ♠✐♥❡✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❣❛♠❡
❡♥❞s ✭✐✮ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐❢ ♦♥❧② ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s r❡♠❛✐♥✱ ♦r ✭✐✐✮ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✐❢ ❛ ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧ ✐s ♣✐❝❦❡❞✳
❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♣✉t ✐♥t♦ ✜❣✉r✐♥❣ ♦✉t ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧s ♠❛② ♦r ♠❛②
♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ✭♦r ❡✈❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛
♠✐♥❡✮✳ ❖♥❡ ✉s✉❛❧❧② r❡❛s♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❡❧❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ❣✐✈❡ s♦♠❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❝❡❧❧s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✬?✬ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✳ ❙✉❝❤ ❛ t❛s❦ ❛♠♦✉♥ts t♦ s♦❧✈✐♥❣ ❛ ❈♦♥str❛✐♥t
❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❈❙P✮ ❛♥❞ ❤❛s ❞r❛✇♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐s❝✉ss✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ s✉❝❤ ❛ ❈❙P ✭♦r ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ♠❛♥② ✈❛r✐❛♥ts✮✱ ❛♥❞ ♦♥ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t
✖♣♦ss✐❜❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡✖ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❲❤✐❧❡ t❤✐s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛s❦ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ♣❧❛②✐♥❣ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✲
✐♥❛❧ ❣❛♠❡ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡✱ ♠♦❞❡❧❧✐♥❣ ✐t ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✖♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② ❛s ❛
P❛rt✐❛❧❧② ❖❜s❡r✈❛❜❧❡ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss ✭P❖▼❉P✮✖ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❤❡✉r✐st✐❝
t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❦❡② ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ❝❡❧❧ t♦ ♣❧❛②✳
❚❤✐s ♣❛♣❡r st❛rts ✐♥ ✐ts ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞ s❡❝t✐♦♥ ❜② ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ♦❢ t❤❡ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❣❛♠❡
✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✮✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ t❤✐s ❣❛♠❡ tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛
P❖▼❉P ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱
✇❡ t❤❡♥ ❧♦♦❦ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧② ❛t t❤❡ ❣❛♠❡ ❛t ❤❛♥❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥




❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✜rst ❞❡t❛✐❧s t❤❡ ✖❝❧❛ss✐❝❛❧✖ ❣❛♠❡ r✉❧❡s ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❜❡❢♦r❡ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣
s♦♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥ts✳
✷✳✶✳✶ ❈❤♦s❡♥ ❘✉❧❡s
❆♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❣❛♠❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❛ t✉♣❧❡ 〈W,H,M〉 ✇❤❡r❡✿
❼ W > 0 ❛♥❞ H > 0 ❛r❡ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞ ✭❛ ❣r✐❞ ♦❢ s✐③❡ W ×H✮✱
❛♥❞
❼ ❛ W ×H ♠❛tr✐① M ♦❢ ③❡r♦s ❛♥❞ ♦♥❡s ✖❝❛❧❧❡❞ ♠✐♥❡✜❡❧❞✖ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ s♦ ❛s t♦ ❝♦♥t❛✐♥ m







▲❡t ✉s ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡✿
❼ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s α(c) ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ c = (w, h) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ✭✉♣ t♦ ✽✮ ❝❡❧❧s c′ = (w′, h′) ✭6= c✮
s✉❝❤ t❤❛t |w − w′| ≤ 1 ❛♥❞ |h− h′| ≤ 1❀
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✺
1 2 3 4 5 6 7 8
1 . . . . . . . .
2 ? ? ? . . . . .
3 1 2 ? . . . . .
4 1 ? ? ? ? . .
5 1 1 1 2 ? . .
6 2 ? . .
7 1 2 ? . .
8 c 1 ? ? . .
❋✐❣✉r❡ ✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧✬s c ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞N(c)✱ ✐ts ✐♥t❡r✐♦r ✭❡♠♣t② ❝❡❧❧s ✰ ✬c✬✮✱ ❜♦✉♥❞❛r②
✭♥✉♠❜❡r❡❞ ❝❡❧❧s✮✱ ❢r✐♥❣❡ ✭✬?✬✮✱ ❛♥❞ ✉♥✲s❡♥s❡❞ ❝❡❧❧s ✭✬.✬✮ ✐♥ ❛♥ 8× 8 ♠✐♥❡✜❡❧❞✳
❼ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N(c) ♦❢ ❛ ❝❡❧❧ c = (w, h) ❛s t❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
✕ t❤❡ ❝❡❧❧ c ✐❢ Mc = 0✱ ♣❧✉s✱
✕ ✐❢
∑
c′∈α(c) Mc′ = 0✱ c✬s ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✬ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s❀
t❤✐s r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ❝❡❧❧s
✇✐t❤ ♥♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐♥❡s ❛r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞❀ ♥♦t❡ t❤❛t✱ ✐❢ c ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♠✐♥❡✱ t❤❡♥ N(c) = ∅❀
❼ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r No(c) ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N(c) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s c′ ✐♥ N(c) ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t
❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛ ♠✐♥❡ ✭❡✳❣✳✱ s✉❝❤ t❤❛t
∑
c′∈α(c) Mc′ = 0✮❀
❼ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✭♦r ❢r♦♥t✐❡r✮ ∂N(c) ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N(c) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s c′ ✐♥ N(c) ✇❤✐❝❤
❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠✐♥❡ ✭❡✳❣✳✱ s✉❝❤ t❤❛t
∑
c′∈α(c) Mc′ > 0✮❀
❼ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ φ(c) ♦❢ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N(c) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ s♦♠❡ ❝❡❧❧
✐♥ N(c) ❜✉t ❛r❡ ♥♦t ✐♥ N(c)❀
❼ t❤❡ ✉♥✲s❡♥s❡❞ ❝❡❧❧s U(c) ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s ♥♦t ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ s❡ts✳
●✐✈❡♥ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❝❡❧❧s C = {c1, · · · , c|C|}✱ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ♥❛t✉r❛❧❧② ❡①t❡♥❞ t♦ ❞❡✜♥❡ t❤❡
♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ N(C) ✭✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞s✮✱ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r No(C) ✭✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✐♥t❡r✐♦rs✮✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂N(C) ✭✉♥✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✮✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ φ(C) ✭♥❡✐t❤❡r ✉♥✐♦♥
♥♦r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r✐♥❣❡s✮✱ ♦r t❤❡ ✉♥✲s❡♥s❡❞ ❝❡❧❧s U(C) ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡ts
♦❢ ✉♥✲s❡♥s❡❞ ❝❡❧❧s✮✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ❛❜✉s✐✈❡❧② ❡♠♣❧♦② t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❢r♦♠ ♣♦✐♥t✲s❡t
t♦♣♦❧♦❣②✳ ❯s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡s❡ ♥♦t✐♦♥s ♠❛② ♥♦t ❤♦❧❞✳
❚❤❡ ♣❧❛②❡r ✖✇❤♦ ❞♦❡s ♥♦t ❦♥♦✇ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ M✖ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ W × H
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐① K ✭✐♥✐t✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ −1s ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ♥♦ ❝❡rt❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✮✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ t❤❡♥
❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ st❡♣s✿
❼ t❤❡ ♣❧❛②❡r ♣✐❝❦s ❛s ✐ts ❛❝t✐♦♥ ❛♥ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧ at ∈ {1..W}×{1..H}✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❝❡❧❧ ♦❢ ✭♦❜s❡r✈❡❞✮
✈❛❧✉❡ Kat = −1❀
❼ ✐❢ Mat = 1✱ t❤❡♥ ❡♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡ ✇✐t❤ ❢❛✐❧✉r❡❀
❼ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Kat ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤✐s ❝❡❧❧❀
✶
✶◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ✏❤✉♠❛♥ ♠✐♥❡s✇❡❡♣❡r✑✱ K ✐s ✉♣❞❛t❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ♦❢ c✬s ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ✈❡r② s✐♠♣❧❡ r✉❧❡
❡❛s✐❧② ❝♦♠♣❡♥s❛t❡s ❢♦r t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✻ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❼ ✐❢ ♦♥❧② m ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ −1 r❡♠❛✐♥ ✐♥ K✱ t❤❡♥ ❡♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐① ♦♥❧② r❡✢❡❝ts ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦t ❞❡❞✉❝t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♠❛② r❡❛❧❧②
✏❦♥♦✇✑ ✭❜② ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮ t❤❛t s♦♠❡ ❝❡❧❧ c ✐s ♠✐♥❡❞ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ Kc = −1✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❡❧❡❝t ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❡♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳ P♦ss✐❜❧❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ✖✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ♦♥❧② ♦❝❝❛s✐♦♥❛❧❧②✖ ❛r❡ ✭✐✮
t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♣r❡✲
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✮ ❛♥❞✴♦r ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿
❼ pm(c) ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❛ ❝❡❧❧ c t♦ ❤♦st ❛ ♠✐♥❡✿ pm(c) = Pr(♠✐♥❡ ✐♥ ❝❡❧❧ c|K)❀
❼ ❛ ❝❡❧❧ ✐s s❛❢❡ ✐✛ pm(c) = 0❀
❼ ❛ ❝❡❧❧ ✐s ♠✐♥❡❞ ✐✛ pm(c) = 1✳
✷✳✶✳✷ P♦ss✐❜❧❡ ❱❛r✐❛♥ts
◆♦t❡ t❤❛t ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛r✐❛♥ts ❡①✐st✳ ❲❡ ❤❡r❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✐♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤
✈❛r✐❛♥ts✿
❼ ❋✐rst ♠♦✈❡✿ ❖✣❝✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ✖❢♦r ❤✉♠❛♥ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✖ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
♠✐♥❡✜❡❧❞ M ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ♠♦✈❡✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛❦✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❡❧❧ ✐s
❡♠♣t②✳ ❚❤✐s ♣r❡✈❡♥ts ❢r✉str❛t✐♥❣ ✶✲❝❧✐❝❦ ❧♦s❡s✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❛❞❡ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤
♣r❡✈✐♦✉s ❛✉t♦♠❛t❡❞ s♦❧✈❡rs✳
❼ ❚♦♣♦❧♦❣②✿ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❣❛♠❡ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦♥ ❛ ✷❉ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞✱ ❜✉t ♦t❤❡r
❣r❛♣❤ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞❧② ❡①t❡♥❞❡❞
t♦ ♦t❤❡r ❣r❛♣❤ t♦♣♦❧♦❣✐❡s ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐s ✜♥✐t❡✳
❼ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥❡s✿ ■♥st❡❛❞ ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ❛ ✜①❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s m✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞
s♣❡❝✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ρ ∈ (0, 1) ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥❡✳ ❚♦ ❡♥❞ t❤❡ ❣❛♠❡✱ t❤❡
♣❧❛②❡r s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤❡♥ ❤❡ ❜❡❧✐❡✈❡s t❤❛t ❛❧❧ ❡♠♣t② ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✭✐✳❡✳✱
♦♥❧② ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s r❡♠❛✐♥✮✱ ✇❤❛t ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❦♥♦✇♥ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t②✳
✷✳✷ ❘❡❧❛t❡❞ ❲♦r❦
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❜♦t❤ ❞✐s❝✉ss ❜❛s✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ❣♦♦❞
s♦✉r❝❡ ♦❢ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡s ✐s t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ❬▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r❪✳
❍✉♠❛♥ ♦r ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣❧❛②❡rs t②♣✐❝❛❧❧② ♣✉t ❛ ❧♦t ♦❢ ❡✛♦rt ✐♥t♦ ❞❡❞✉❝✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✖✇❤❡r❡
♠✐♥❡s ❝❛♥ ❜❡✖ ❢r♦♠ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✖t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐① K✖✳ ❆❢t❡r t❤✐s ✐♥❢❡r❡♥❝❡ st❡♣✱ ♦♥❡
❝❛♥ s❡❧❡❝t t❤❡ ♥❡①t ❝❡❧❧ t♦ ♣❧❛② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❝✐s✐♦♥ st❡♣ ✉s✉❛❧❧②
r❡❧✐❡s ♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s✳
✷✳✷✳✶ ❇✉✐❧❞✐♥❣ ❇❧♦❝❦s ❛♥❞ ❙tr❛t❡❣✐❡s
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏s♠❛❧❧✑ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✖t②♣✐❝❛❧❧②
❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ✷✕✸ ❧❡tt❡r ❛❜❜r❡✈✐❛t✐♦♥s✖ t❤❛t s❡r✈❡ ❛s ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣❧❛②✐♥❣ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠s ✭r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ✏str❛t❡❣✐❡s✑✮ ✖t②♣✐❝❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✷✕✸ ❧❡tt❡r ❛❜❜r❡✲
✈✐❛t✐♦♥s ✭✐♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♣r✐♦r✐t②✴❡①❡❝✉t✐♦♥✮✳
◆♦t❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤r❡❡ t②♣❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✿
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✼
❼ ✜rst✲♠♦✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ♠❛❦❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s ✇❤❡♥ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ♠✐♥❡✜❡❧❞❀
❼ ♥♦♥✲❞❡❝✐s✐✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ♠❛② ♥♦t ♣✐❝❦ ❛ ❝❡❧❧ ❛♥❞ ❧❡t ❛ ✭❧♦✇❡r ♣r✐♦r✐t②✮ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❜❧♦❝❦ ♠❛❦❡ ❛ ❝❤♦✐❝❡❀ ❛♥❞
❼ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s t❤❛t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ♣✐❝❦ ❛ ❝❡❧❧ ✭❛♥❞ s❤♦✉❧❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❧♦✇❡st
♣r✐♦r✐t②✮✳
❆ str❛t❡❣② ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❡①❛❝t❧② ♦♥❡ ✜rst✲♠♦✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛♥❞ ♦♥❡ t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣
❜❧♦❝❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲❞❡❝✐s✐✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s✳
✷✳✷✳✷ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❛s ❛ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠
❚✇♦ ♦❜✈✐♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ✭✐✮ ❞♦ ♥♦t ♣✐❝❦ ❛ ✭♥❡❝❡ss❛r✐❧②✮ ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♣✐❝❦ ❛ s❛❢❡ ❝❡❧❧ ✐❢
♦♥❡ ❡①✐sts✳✷ ❚❤✉s✱ ❛ ✜rst ♥❛t✉r❛❧ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❛s❦ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧s ❛r❡ ♠✐♥❡❞ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
❝❡❧❧s ❛r❡ s❛❢❡✳
❊①❛❝t ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❡❧❧ c✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♠✐♥❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❛❢❡✮ ❝❛♥
❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ✐t ✐s ♥♦t✱ ❛♥❞ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ K✱ ✐✳❡✳✱ s♦❧✈✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❈♦♥str❛✐♥t ❙❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ Pr♦❜❧❡♠ ✭❈❙P✮✳ ■❢ ♥♦ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❢♦✉♥❞✱ t❤❡♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ✐s ♠✐♥❡❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❛❢❡✮✳ ❨❡t✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✖♠❛❦✐♥❣ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ ♠✐♥❡❞ ♦r s❛❢❡ ❝❡❧❧s✖ ❡♥✉♠❡r❛t❡
❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ K✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❞✉❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ c ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s s❛❢❡ ✭♥♦
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ c ✐s ♠✐♥❡❞✮ ♦r ♠✐♥❡❞ ✭c ✐s ♠✐♥❡❞ ✐♥ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✮✳ ❲❡ ❛r❡ t❤✉s ❢❛❝✐♥❣
❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♥t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r c t♦ ❜❡ ♠✐♥❡❞ ❛s
t❤❡ r❛t✐♦
pm(c) =
★✭❝❢❣s ✇❤❡r❡ c ✐s ♠✐♥❡❞✮
★✭❛❧❧ ❝❢❣s✮
.
❙❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ K ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❛ ❈❙P ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∀c = (i, j), xi,j ∈ {0, 1} ✭xi,j ✐s ❡✐t❤❡r ♠✐♥❡❞ ♦r s❛❢❡✮✱
∀c = (i, j), (Ki,j ≥ 0)⇒ (xi,j = 0) ✭❛ ❝❡❧❧ c ✇✐t❤ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐s s❛❢❡✮✱








✭t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ♦♥ ❛ ❝❡❧❧ c ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s✮✱
∑
c=(i,j)
xi,j = m ✭t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①❛❝t❧② m ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s✮✳
❚❤✐s ✐s ❛ ❤❛r❞ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈❡♥ t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ❬❑❛②❡✱ ✷✵✵✵❪✳✸ ❚❤✐s ❥✉st✐✜❡s
❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❡✣❝✐❡♥t r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ♣♦ss✐❜❧② ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t
❤❛♥❞✳ ❍❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❦❡② ✐❞❡❛s✿
✷P✐❝❦✐♥❣ ❛ s❛❢❡ ❝❡❧❧ ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❜❡st ♠♦✈❡ ✐❢ ✭✐✮ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✏♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦✈❡s✑ ❛♥❞
✭✐✐✮ ♣✐❝❦✐♥❣ t❤✐s ❝❡❧❧ ✇✐❧❧ ♣r♦✈❛❜❧② ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
✸❚❤✉s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ✐s ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡✱ ❛♥②♦♥❡ ✜♥❞✐♥❣ ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✲t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
t♦ s♦❧✈❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ✇✐♥ ❛ ♠✐❧❧✐♦♥ ❉♦❧❧❛r ❬❙t❡✇❛rt✱ ✷✵✵✵❪✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✽ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❼ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡s ✖❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♦♥❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡❞ ❙✐♠✖ ❛❧❧♦✇
❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ♠✐♥❡❞ ♦r s❛❢❡ ❝❡❧❧s q✉✐❝❦❧②❀ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥ ❋✐❣✳ ✶✿ (3, 4) ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❝♦♥t❛✐♥s
❛ ♠✐♥❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❢r✐♥❣❡ ❝❡❧❧ ❛♠♦♥❣ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ♦❢ (2, 5)✱ ❛♥❞ K2,5 = 1✮❀
t❤❡♥✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t (3, 3) ❛♥❞ (4, 4) ❛r❡ s❛❢❡ ❝❡❧❧s ✭❜❡❝❛✉s❡ (2, 4) ❛♥❞ (3, 5) ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐♥❡s t❤❡② r❡q✉✐r❡✮❀ t❤❡s❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ✭♣❧✉s s♦♠❡ ♦t❤❡rs✮
❛r❡ s❤♦✇♥ ♦♥ ❋✐❣✳ ✷❀
❼ ❣✐✈❡♥ t❤❡ s❡t C ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣❧❛②❡❞ ❝❡❧❧s✱ N(C) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✭❂♥✉♠❜❡r❡❞✮ ❝❡❧❧s
✐♥ K❀ t❤❡ ✐♥t❡r✐♦r No(C) ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ✇❤❡r❡ ♠✐♥❡s ♠❛② ❜❡ ❧②✐♥❣✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂N(C) ❞♦❡s❀
❼ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ∂N(C) ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ φ(C)❀ s♦✱
✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② K t♦ t❤❡ ❢r✐♥❣❡❀
❼ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s #(♠✐♥❡s) ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s ✐♥ t❤❡
❢r✐♥❣❡✿
#(♠✐♥❡s ✐♥ φ(C)) ≤ #(♠✐♥❡s),
≥ #(♠✐♥❡s)− |U(C)|
✭❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♠✐♥❡s s❤♦✉❧❞ ✜t ✐♥ φ(C) ∪ U(C));
❼ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❢t❡♥ s♣❧✐t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✖♣♦ss✐❜❧② t❤❛♥❦s t♦ ❛❝q✉✐r❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t s❛❢❡ ♦r
♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s✖ ✐♥t♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❈❙Ps✱ ✇❤❛t ♠❛② ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✬s ❝♦♠✲
♣❧❡①✐t②❀ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ❤❛✈✐♥❣ ✐♥❢❡rr❡❞ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ✻ ❢r✐♥❣❡ ❝❡❧❧s✱ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿
♦♥❡ ❛❜♦✉t {(1, 2), (2, 2)}✱ t❤❡ ♦t❤❡r ❛❜♦✉t {(6, 4), (6, 5), (6, 6), (6, 7), (6, 8)}❀
❼ ❛❧s♦✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r✐♥❣❡ ❝❡❧❧ c✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛rr✐❡❞ ❜② ❝❡❧❧s ❝❧♦s❡ t♦ ✐t ✭♠❛✐♥❧② ❛❞❥❛❝❡♥t
❝❡❧❧s✮ ♠❛② ❣✐✈❡ ❛ ❤✐♥t ♦♥ c✬s ❝♦♥t❡♥t❀ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ t❤❡♥ r❡❛s♦♥ ✜rst ♦♥ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
✏❝❡rt❛✐♥t②✑ t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♠✐♥❡❞ ♦r s❛❢❡ ❛s t❤❡② s❤♦✉❧❞ ❤❡❧♣ q✉✐❝❦❧② ♣r✉♥✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤❀
❼ ✜♥❛❧❧②✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ C ′✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❤❛✈❡ ❛
♠✐♥❡ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ✐s✱ ❢♦r ❛♥② ❝❡❧❧ c✿
pm(c) =
#(♠✐♥❡s)−#(♠✐♥❡s ✐♥ C ′)
|U(C)|
.
▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② s♦❧✈❡ t❤✐s ❈❙P ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❬❈♦❧❧❡t✱ ✷✵✵✹❪
❛♥❞ ❬P❡❞❡rs❡♥✱ ✷✵✵✹❪✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r✱ ❜❡s✐❞❡ t❤❡ ❙✐♠ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s✐♠♣❧❡ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠
✖❞❡♥♦t❡❞ ❊♥✉✖ t♦ ❡♥✉♠❡r❛t❡ ❛❧❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ◆♦t❡ t❤❛t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s✉❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✴s♦❧✉t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡t ♦❢ ✉♥s❡♥s❡❞ ❝❡❧❧s U ✐s C(m′, |U |) ✭♥✉♠❜❡r ♦❢
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✴❝❤♦✐❝❡s ♦❢ m′ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♠♦♥❣ |U |✮ ✇❤❡r❡ m′ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s ✐♥ U ✳ ❚❤✐s
♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥❡✳
❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ s♦❧✈✐♥❣ ✐t ❡①✲
❛❝t❧② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡✳ ❱❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳
❋✐rst✱ ♦♥❡ ♠❛② ✐♥t❡rr✉♣t t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ s❛❢❡ ❝❡❧❧ ✐s ✐❞❡♥t✐✜❡❞✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❡♥✲
❝♦✉r❛❣❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❢r✐♥❣❡ ❝❡❧❧s✱ ❜✉t ♣♦ss✐❜❧② ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡
❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ s❡❛r❝❤✳
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✾
1 2 3 4 5 6 7 8
1 . . . . . . . .
2 ? ? s . . . . .
3 1 2 s . . . . .
4 1 ▼ s s ? . .
5 1 1 1 2 ? . .
6 2 ? . .
7 1 2 ? . .
8 c 1 ▼ ? . .
❋✐❣✉r❡ ✷✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✶ ✇❤❡r❡ s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ s♦♠❡ ❢r✐♥❣❡ ❝❡❧❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♠✐♥❡❞ ✭▼✮ ♦r s❛❢❡ ✭s✮✳
❲✐t❤ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ s❡❛r❝❤❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ s✉r❡ ❛❜♦✉t t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❛ ❝❡❧❧✳ ❨❡t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
s♦❧✉t✐♦♥s ✇❤❡r❡ c ✐s ♠✐♥❡❞ ♦r s❛❢❡ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ pm(c)✿
p̂m(c) =
#(❝❢❣s ✇❤❡r❡ c ✐s ♠✐♥❡❞) + 1
#(❝❢❣s ✈✐s✐t❡❞) + 2
,
✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ ❛ ▲❛♣❧❛❝❡ ❡st✐♠❛t❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❛ ❝❡❧❧ ✐s ♠✐♥❡❞ ♦r s❛❢❡ ✉♥❧❡ss t❤❡ s❡❛r❝❤
✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡✳
❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♦❢ ❈❛st✐❧❧♦ ❛♥❞ ❲r♦❜❡❧ ❬✷✵✵✸❪✱ ✇❤♦ ❜❛s❡ t❤❡✐r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❤❛s❡
♥♦t ♦♥ ❛ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❜✉t ♦♥ r✉❧❡s ❧❡❛r♥❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r✉❧❡s t✉r♥ ♦✉t
t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐✈❡ ✇✐t❤ ❏♦❤♥ ❘❛♠s❞❡❧❧✬s P●▼❙ ♣r♦❣r❛♠✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ r❡❧❛t❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
❈❙P s♦❧✈❡rs ❧❡❛r♥✐♥❣ ♣❡rt✐♥❡♥t r✉❧❡s ♦♥✲❧✐♥❡✱ ♦r t♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ r✉❧❡s ❢♦r ❈❙P✲❜❛s❡❞ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❬❍✉❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳
✷✳✷✳✸ ■♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛ ●r❛♣❤✐❝❛❧ ▼♦❞❡❧
●✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ✐❞❡❛❧❧② ✇❛♥t t♦ ❦♥♦✇ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥❡✱ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞✱ ❛ ✈❡r② ♥❛t✉r❛❧ ✐❞❡❛ ✐s t♦ t✉r♥ t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ✐♥❢❡r❡♥❝❡
❛♥❞ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ✇❤❛t ❱♦♠❧❡❧♦✈❛ ❛♥❞ ❱♦♠❧❡❧ ❬✷✵✵✾❪ ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ ❜②
❡♠♣❧♦②✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ◆❡t✇♦r❦s✳
❨❡t✱ t❤❡② ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✐✳❡✳✱ t❤❛t ♠✐♥❡s ❛r❡
s❛♠♣❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧ ✭♣♦ss✐❜❧② ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✮✱ ♦r ✖♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✖
t❤❛t ❛ ❝❡❧❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✐♥❡s ✐♥ ❛❞❥❛❝❡♥t
❝❡❧❧s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✉s✉❛❧ r✉❧❡s ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s ✐s ❣✐✈❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t ❛❧❧ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥t❡r❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✷✳✷✳✹ ❙♦♠❡ ❉❡❝✐s✐♦♥ ❘✉❧❡s
▲❡t ✉s ✜rst r❡♠✐♥❞ t❤❛t ♦✉r ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ t❤❛t
✇❡ ❞♦ ♥♦t ❛tt❡♠♣t t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❝t✐♦♥s ❜❡❢♦r❡ s✉❝❝❡❡❞✐♥❣✳ ❚❤✉s✱ ❛s ❛❧r❡❛❞②
♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❛ ✜rst ♦❜✈✐♦✉s ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✐s t♦ ♣✐❝❦ ❛♥② s❛❢❡ ✭✉♥❝♦✈❡r❡❞✮ ❝❡❧❧ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❡①✐sts✳ ❚❤✐s
❣✉❛r❛♥t❡❡s ❛❝q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② r✐s❦✳ ■♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❛❢❡ ❝❡❧❧s ✭♥♦t✐♥❣ t❤❛t
♥❡✇ s❛❢❡ ❝❡❧❧s ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❛❢t❡r ❛ ♠♦✈❡✮✱ ♦t❤❡r r✉❧❡s ♠❛② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✖❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
✐♥❢❡rr❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✖ s✉❝❤ ❛s✿
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✶✵ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❼ r❛♥❞♦♠✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛♥② ✏♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t②✑ ❝❡❧❧ ❛t r❛♥❞♦♠❀
❼ ❧♦✇Pr♦❜✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧ c ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pm(c) ✭s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② t♦ s✉r✈✐✈❡ ♦♥❡ ♠♦r❡ t✐♠❡ st❡♣✮❀
❼ ❝♦r♥❡r✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ♣♦ss✐❜❧② ❡♠♣t② ❝❡❧❧ ✐♥ ❛ ❝♦r♥❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❧❡ss ❝❤❛♥❝❡s
t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠✐♥❡ ✭❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❤❛s ❧❡ss ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✮✱ ❛♥❞ t❤✉s ♠♦r❡ ❝❤❛♥❝❡s t♦
❝♦♥t❛✐♥ ❛ 0 ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛♥ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s✳
❖❢ ❝♦✉rs❡✱ s♦♠❡ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞✿ ♦♥❡ ♠❛② ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♣r❡❢❡r ❝❡❧❧s ✐♥ ❝♦r♥❡rs ❛♠♦♥❣ ❧♦✇
♠✐♥❡✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❡❧❧s✳
❈❛st✐❧❧♦ ❛♥❞ ❲r♦❜❡❧ ❬✷✵✵✸❪ ❞❡s❝r✐❜❡ t✇♦ ♣r♦❣r❛♠s t❤❛t ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② ♣❧❛② ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r✿ ❏♦❤♥
❘❛♠s❞❡❧❧✬s P●▼❙✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ♦✇♥ ♣❧❛②❡r✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢♦r♠s ❛♥ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❜❛s❡❞ ♥♦t ♦♥ ❛ ❈❙P s♦❧✈❡r✱
❜✉t ♦♥ r✉❧❡s ❧❡❛r♥❡❞ t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❛❢❡ ♦r ❛r❡ ♠✐♥❡s✳ ❇♦t❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①❤✐❜✐t ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r ❜❡❤❛✈✐♦rs✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ ✻✵✪ ♦❢ ✈✐❝t♦r✐❡s ♦♥ ✶✵ ✵✵✵ ❣❛♠❡s ♦♥ 8× 8 ❣r✐❞s ✇✐t❤ ✶✵ ♠✐♥❡s✳
❚♦ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ ❧✐tt❧❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ■t ✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ❣❛♠❡
♣❧❛②✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤r♦✉❣❤ ✐ts ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤♦✉t ❞❡t❛✐❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t❤✉s ♣r❡❝✐s❡❧② t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤✐s ♦♣❡♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r
♣❧❛②✐♥❣✳
❆ss✐st❛♥ts ◆♦t❡ t❤❛t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✏✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✑ ♣r♦❣r❛♠s ❥✉st s❡r✈❡ ❛s ❛ss✐st❛♥ts✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡✐r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ ❤✉♠❛♥ ♣❧❛②❡r ✖✈✐s✉❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦
❝♦♥t❛✐♥ ❛ ♠✐♥❡ pm(c)✖ ❜✉t ♥♦t ♣r♦♣♦s✐♥❣ ❛♥② ❞❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❬❈♦❧❧❡t✱
✷✵✵✹✱ ❇❛②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❙✉❝❤ ♣r♦❣r❛♠s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♥❡❡❞ ❢♦r r❡s♦✉r❝❡s
✭♠♦st❧② t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✮ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡✐r ❛❝❝✉r❛❝② ✭✐❢ ♥♦t ❡①❛❝t✮✳
✷✳✸ P❖▼❉P ❱✐❡✇
P❖▼❉Ps ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❬▼♦♥❛❤❛♥✱ ✶✾✽✷✱ ❈❛ss❛♥❞r❛✱ ✶✾✾✽❪ ❜② ❛ t✉♣❧❡ 〈S,A,O, T, O, r, b0〉
✇❤❡r❡✱ ❛t ❛♥② t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ st❛t❡ s ∈ S ✭t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✮✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ♣❡r❢♦r♠s
❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ∈ A ✭t❤❡ ❛❝t✐♦♥ s♣❛❝❡✮ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ✭✶✮ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ st❛t❡ s′ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T (s, a, s′) = Pr(s′|s, a)✱ ✭✷✮ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o ∈ O ✭t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s♣❛❝❡✮
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ O(s′, a, o) = Pr(o|s′, a) ❛♥❞ ✭✸✮ ❛ s❝❛❧❛r r❡✇❛r❞ r(s, a)✳ b0
✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r st❛t❡s✳ ❯♥❧❡ss st❛t❡❞ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡ s❡ts S✱ A ❛♥❞ O
❛r❡ ✜♥✐t❡✳
■♥ t❤✐s s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r t❤❡ ❛❣❡♥t t♦ ✜♥❞ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♣♦❧✐❝② π ❝❤♦♦s✐♥❣✱ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡
st❡♣✱ t❤❡ ❜❡st ❛❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ♣❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛❝t✐♦♥s s♦ ❛s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ ✐ts ❢✉t✉r❡
❣❛✐♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛❧ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ r❡✇❛r❞✮✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ t❤❡ ❛❣❡♥t ❤❛s t♦ ❢❛❝❡ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r ❛ s②st❡♠
♥♦t ♦♥❧② ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❞②♥❛♠✐❝s ❜✉t ❛❧s♦ ✇❤♦s❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ✐s ✐♠♣❡r❢❡❝t❧② ❦♥♦✇♥✳
❚❤❡ ❛❣❡♥t t②♣✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡ b ∈ B =
Π(S) ✭t❤❡ s❡t ♦❢ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦✈❡r S✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❇❛②❡s✐❛♥ ✉♣❞❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛






T (s, a, s′)b(s),
✇❤❡r❡ Pr(o|a, b) =
∑
s,s′′∈S O(s
′′, a, o)T (s, a, s′′)b(s)✳ ❯s✐♥❣ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡s✱ ❛ P❖▼❉P ❝❛♥ ❜❡
r❡✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ▼❉P ♦✈❡r t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡✱ ♦r ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P✱ 〈B,A, T , ρ〉✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡✇ tr❛♥s✐t✐♦♥
❛♥❞ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❜♦t❤ ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r B × A × B✳ ❲✐t❤ t❤✐s r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✶✶
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛❜♦✉t ▼❉Ps ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ♣♦❧✐❝②
t❤❛t ✐s ♦♣t✐♠❛❧✳ ❆♥ ✐ss✉❡ ✐s t❤❛t t❤✐s ❜❡❧✐❡❢ ▼❉P ✐s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✖❛♥❞ t❤✉s ✐♥✜♥✐t❡✖
❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡✳

















✇❤❡r❡ b0 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✱ rt t❤❡ r❡✇❛r❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t t✐♠❡ st❡♣ t✱ ❛♥❞ γ ∈ (0, 1) ❛ ❞✐s❝♦✉♥t
❢❛❝t♦r✳ ❇❡❧❧♠❛♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❬❇❡❧❧♠❛♥✱ ✶✾✺✹❪ ❧❡ts ✉s ❝♦♠♣✉t❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❝✉rs✐✈❡❧②











✇❤❡r❡✱ ❢♦r ❛❧❧ b ∈ B✱ V0(b) = 0✱ ❛♥❞ J
π(b) = Vn=T (b)✳
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Vn(b) ✐s ❛ ♣✐❡❝❡✇✐s❡ ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ❝♦♥✈❡① ❢✉♥❝t✐♦♥
✭P❲▲❈✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❛ s❡t ♦❢ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡s✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❡①❛❝t ✉♣❞❛t❡s
❧✐❦❡ ❇❛t❝❤ ❊♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❬▼♦♥❛❤❛♥✱ ✶✾✽✷❪✱ ❲✐t♥❡ss ♦r ■♥❝r❡♠❡♥t❛❧ Pr✉♥✐♥❣ ✭■P✮ ❬❈❛ss❛♥❞r❛✱
✶✾✾✽❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ♦♥❡s ❛s ✐♥ P♦✐♥t✲❇❛s❡❞ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ✭P❇❱■✮ ❬P✐♥❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱
❍❡✉r✐st✐❝ ❙❡❛r❝❤ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥ ✭❍❙❱■✮ ❬❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❙✐♠♠♦♥s✱ ✷✵✵✹❪✱ P❊❘❙❊❯❙ ❬❙♣❛❛♥ ❛♥❞
❱❧❛ss✐s✱ ✷✵✵✺❪ ♦r ❙❆❘❙❖P ❬❑✉r♥✐❛✇❛t✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳
■❢ ♥♦t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ P❲▲❈ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ s♦❧✈❡ ❛ P❖▼❉P ❛s ❛♥ ▼❉P ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
st❛t❡ s♣❛❝❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ tr❡❡ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✖✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♦♥❧✐♥❡ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬❘♦ss
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✖ ♦r ✇✐t❤ ❘❚❉P✲❜❡❧✱ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ t❤❛t ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢♦❝✉s❡s
♦♥ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡ ❬❇♦♥❡t ❛♥❞ ●❡✛♥❡r✱ ✷✵✵✾❪✳
▲❡t ✉s ❛❧s♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✖s✉❝❤ ❛s ❙②♠❜♦❧✐❝ ❍❙❱■ ❬❙✐♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✖
❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❢❛❝t♦r❡❞ P❖▼❉P✱ ✐✳❡✳✱ ❛ P❖▼❉P ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡ ❛♥❞✴♦r t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✷✳✸✳✶ P❖▼❉P ▼♦❞❡❧
❚❤❡ ❣❛♠❡ ♦❢ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❝❛♥ ❜❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ P❖▼❉P 〈S, Sg, A, T,R,O,Ω, b0〉 ✇❤❡r❡✿
❼ t❤❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s S ✐s ♠❛❞❡ ♦❢
✕ ♥♦r♠❛❧ st❛t❡s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞s M ∈ MW×H,m ❛♥❞ t❤❡ ✉♣❞❛t❡❞
❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐① K ✭✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉♥❝♦✈❡r❡❞✮✱ ♣❧✉s
✕ t✇♦ s♣❡❝✐❛❧ st❛t❡s✿ ✭✐✮ ✏✐♥✐t✑ ✭s✐♥✐t✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ st❛t❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ❛❝✲
t✐♦♥ ✭♣r✐♦r t♦ t❤❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞✬s ❣❡♥❡r❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ✏❢❛✐❧✉r❡✑ ✭s❢❛✐❧✉r❡✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❜s♦r❜✐♥❣
✭❛♥② ❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❧❡❛✈❡ ✉s t❤❡r❡✮❀
❼ ❣♦❛❧ ✭✴t❡r♠✐♥❛❧✮ st❛t❡s ✭Sg✮ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤❡r❡ K ❤❛s ♦♥❧② m ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ −1 ✭✇❤✐❝❤ ❛r❡
✏s✉❝❝❡ss✑ st❛t❡s✮✱ ♣❧✉s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡❀ ❛s t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡ ❛❜s♦r❜✐♥❣❀
❼ ❛❝t✐♦♥s ✐♥ A ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ T ❛r❡ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✭♣❧✉s ❛
✏❢❛❦❡✑ ❛❝t✐♦♥ ❢♦r ✉s❡ ✐♥ ❛❜s♦r❜✐♥❣ st❛t❡✮❀
✹■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ❤♦r✐③♦♥✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✶✷ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❼ R(s, a, s′) = 0 ✐♥ ❛❧❧ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ tr❛♥s✐t✐♥❣ ❢r♦♠ S \Sg t♦ Sg ✭✇❤❛t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥
♦♥❧② ♦♥❝❡✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ R(s, a, s′) = 1❀
❼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ O ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐❝❡s K❀
❼ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Ω ✉♣❞❛t❡s t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐① K ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧❛st ❛❝t✐♦♥❀
❼ b0 ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♣✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t st❛t❡✿ b0(s✐♥✐t) = 1✳
❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ✈❛r✐❛♥t ✇✐t❤ ❛ r❡✇❛r❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ 0 ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ❡①❝❡♣t
✇❤❡♥ tr❛♥s✐t✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡✱ ✇❤❡r❡ R(s, a, s′) = −1✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ ✉s t♦ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✏s✉❝❝❡ss✑ r❡✇❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥② ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✏❢❛✐❧✉r❡✑ r❡✇❛r❞ ❛♥②
♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡✱ ❛♥❞ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❛t ❧❡❛st t♦ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦✳ ❲❤❛t s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞♦♥❡ ✐s
t♦ ❛ss✐❣♥ ❛♥② ❦✐♥❞ ♦❢ r❡✇❛r❞ t♦ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ss✐❣♥✐♥❣ ✉♥✐t ❝♦sts t♦ ❡❛❝❤ ❛❝t✐♦♥
✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❣♦❛❧ ❛♥❞
♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❧❛♥ ❧❡♥❣t❤✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤✐s P❖▼❉P ❤❛s ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ t❤❛t
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧♦✐t❡❞✿
✶✳ ✐t ❤❛s t❡r♠✐♥❛❧ st❛t❡s ✭Sg✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ✜♥✐t❡ t✐♠❡ ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✶ ✭t❤❡
❤♦r✐③♦♥ ✐s t❤❡♥ ✐♥❞❡✜♥✐t❡✮❀ ❛❧❣♦r✐t❤♠s s✉❝❤ ❛s ❘❚❉P✲❜❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥
✇✐t❤ ♦♥❧② ♥❡❣❛t✐✈❡ r❡✇❛r❞s ✭✇❤❡♥ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡✮❀
✷✳ ❛s ❧♦♥❣ ❛s ♥♦ t❡r♠✐♥❛❧ st❛t❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ K✱ ❛♥❞
t❤✉s ✐♥ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡ b❀ ✐❢ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ st❛t❡✱ ✇❡ t❤✉s
❣❡t ❛♥ ❆◆❉✲❖❘ ❞✐r❡❝t❡❞ ❛❝②❝❧✐❝ ❣r❛♣❤ ✭✇❤❡r❡ ❆◆❉ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❖❘ ♥♦❞❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝❤❛♥❝❡✮✱ t❤❡ ❛❝②❝❧✐❝✐t② ❜❡✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❀
✸✳ ♦❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ✭✐♥❞❡✜♥✐t❡✮ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐s ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜② W ·H −m❀
✹✳ ✇❤❡♥ ❛ s❛❢❡ ❝❡❧❧ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s♦❧✈❡r t♦ ♣✐❝❦ ✐t❀ t❤✐s ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s❡❛r❝❤
s♣❛❝❡❀
✺✳ ❡①❝❡♣t ✇❤❡♥ s✉❝❤ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝t✐♦♥s ✐s t②♣✐❝❛❧❧②
❧❛r❣❡❀
✻✳ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✭K✮ ✐s ❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ♠✐①❡❞ ♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t② ▼❛r❦♦✈
❞❡❝✐s✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭▼❖▼❉P✮ ❬❖♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾✱ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪❀ t❤✐s ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❞r❛✲
♠❛t✐❝ s♣❡❡❞✲✉♣s ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ s♣❛❝❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r✱ ❛s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ▼❖✲■P ♦r ▼❖✲❙❆❘❙❖P✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐♦✉s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✈❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t t❤❛♥ ❛ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ♣♦✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ❘❚❉P✲❜❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ s❤♦rt❡st✲♣❛t❤ ♣r♦❜❧❡♠✱
▼❖✲❙❆❘❙❖P ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐①❡❞✲♦❜s❡r✈❛❜✐❧✐t②✱ ♦r ♠❛②❜❡ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ❤♦r✐③♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s r❡❧✐❡s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ❡①♣❧♦✐ts ♠✉❧t✐♣❧❡ ❢❡❛t✉r❡s✳ P❧✉s✱ ✐♥ ❛♥② ❝❛s❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡
r❡♠❛✐♥s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❛♥❞ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s t♦♦ ❝♦♠♣❧❡① t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✶✸
❚❛❜❧❡ ✶✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ✸ s✐♠✐❧❛r ❣❛♠❡s
❣❛♠❡ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❍❛♥❣♠❛♥ ▼❛st❡r♠✐♥❞
❤✐❞❞❡♥ st❛t❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞ M ✇♦r❞ ω ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❝♦❧♦rs p
❛❝t✐♦♥s tr② ❤✐❞❞❡♥ ❝❡❧❧ c tr② ❧❡tt❡r λ tr② ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❝♦❧♦rs p′
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ K ✉♣❞❛t❡❞ ✐♥ NM (c) ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ♦❢ λ ✐♥ ω ✏❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✑ ❜❡t✇❡❡♥ p ❛♥❞ p
′
❢❛✐❧✉r❡ ✐❢ c ♠✐♥❡❞ ✐❢ t♦♦ ♠❛♥② ❛tt❡♠♣ts ♥❡✈❡r
♦❜❥❡❝t✐✈❡ maxPr(✇✐♥) maxPr(✇✐♥) min t✇✐♥
✷✳✸✳✷ ▼❉P ❆♣♣r♦❛❝❤❡s
◆❛❦♦✈ ❛♥❞ ❲❡✐ ❬✷✵✵✸❪ ♠♦❞❡❧ ▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r ❛s ❛ ✖❢✉❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡✖ ▼❛r❦♦✈ ❉❡❝✐s✐♦♥ Pr♦❝❡ss✳
❚❤❡② ✐♥ ❢❛❝t ❜②✲♣❛ss t❤❡ P❖▼❉P ✈✐❡✇ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜▼❉P✳ ❨❡t✱ t❤❡② ❞♦ s♦ ✇✐t❤♦✉t
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❜❡❧✐❡❢✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐♥st❡❛❞ t❤❡ st❛t❡ t♦ ❜❡ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♠❛tr✐① K✱
✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ s✐♥❝❡ K ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢ ✭K ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ♣❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ♦♥❧② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❜❡❧✐❡❢✮✳
◆❛❦♦✈ ❛♥❞ ❲❡✐ ❬✷✵✵✸❪ s♦❧✈❡ t❤✐s ▼❉P ✉s✐♥❣ ❱❛❧✉❡ ■t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞
s✉r❡ ♠♦✈❡s✳ ❨❡t✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣♦ ❜❡②♦♥❞ ❛ 4 × 4 ❣r✐❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✳
❙❡❜❛❣ ❛♥❞ ❚❡②t❛✉❞ ❬✷✵✶✷❪ ❛❧s♦ ❛❞❞r❡ss ▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r ❛s ❛♥ ▼❉P✱ ❜✉t ❛❞❞r❡ss t❤❡ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②
✐ss✉❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐t ❤❡✉r✐st✐❝ r✉❧❡s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛✈♦✐❞s
❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❣r✐❞s ♦❢ s✐③❡ ✉♣
t♦ 5× 5 ✭✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞② ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐❢ ②♦✉ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✮✳
✸ ❆♣♣r♦❛❝❤✿ ❍♦✇ t♦ ❙❛❢❡❧② ●❛✐♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❤♦✇ ✭P❖✮▼❉P ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉✛❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ s♣❛❝❡✱
✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝ ✖❜✉t ❤❡✉r✐st✐❝✖ s♦❧✉t✐♦♥s ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❝❧♦s❡❧②
❛t t❤❡ ❣❛♠❡ ♦❢ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r✳
✸✳✶ ▲♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛t t❤❡ ●❛♠❡ ❛♥❞ ✐ts ❖❜❥❡❝t✐✈❡
❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ♣❧❛②❡r ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ✐♥ ❛ s✉❝❝❡ss
st❛t❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❣❛♠❡ ❡♥❞s✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ s✉❝❝❡ss st❛t❡s ❛s st❛t❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧
s❛❢❡ ❝❡❧❧s ❛r❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ K ✭♦♥❧② m ❝❡❧❧s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❛ −1 r❡♠❛✐♥✮✳ ❚❤❡♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡
❝♦♥str❛✐♥ ♦✉r ♣♦❧✐❝✐❡s t♦ ♣✐❝❦ ❛♥② ♣r♦✈❛❜❧② s❛❢❡ ❝❡❧❧✱ ❛♥② st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣r♦✈❛❜❧② ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡
❛❧❧ ♠✐♥❡s ❛r❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s✉❝❝❡ss st❛t❡✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❬✇✐❦✐♣❡❞✐❛✱ ✷✵✶✶❝❪ r❡s❡♠❜❧❡s ❍❛♥❣♠❛♥
❬✇✐❦✐♣❡❞✐❛✱ ✷✵✶✶❛❪ ♦r ▼❛st❡r♠✐♥❞ ❬✇✐❦✐♣❡❞✐❛✱ ✷✵✶✶❜❪ ✐♥ t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❞✐s❝♦✈❡r ❛ ❤✐❞❞❡♥
st❛t❡ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s❡♥s✐♥❣ ❛❝t✐♦♥s✳ ▼❛♥② ♦t❤❡r ❣❛♠❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐st✱ ❜✉t ✇❡ ❤❡r❡❜②
❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦st ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡s✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤♦s❡ t❤r❡❡ ❣❛♠❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ s♦♠❡ ❦❡② ❛s♣❡❝ts✳ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❛♥❞ ❍❛♥❣♠❛♥ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
s✐♠✐❧❛r ❣❛♠❡s ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❤❛✈❡ ❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ✖❤❡♥❝❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✖ ✇❤✐❧❡ ▼❛st❡r♠✐♥❞ ✐s ❛❜♦✉t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❣✉❡ss❡s ❜❡❢♦r❡ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t s♦♠❡ ♣♦✐♥t✮✳
▼❛st❡r♠✐♥❞ s❡❡♠s t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ♦❢ t❤❡s❡ ❣❛♠❡s ❬✇✐❦✐♣❡❞✐❛✱ ✷✵✶✶❜✱ ❲❡✐sst❡✐♥✱
✷✵✶✶❪✳ ❱❛r✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ♦♥❡s✮✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬❑♦♦✐✱
✷✵✵✺❪✱ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♣s ✭❢❛✐❧✉r❡ st❛t❡s✮✱ ♦♥❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✇❛♥ts t♦ ❛❝q✉✐r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✶✹ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❛s q✉✐❝❦❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s ♦❢ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❣✐✈❡♥
t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t P ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛tt❡r♥s ✭❛ss✉♠❡❞ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡✮✱ ❛♥ ❛❝t✐♦♥ a ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥
♦❢ P ✐♥t♦ ♦♥❡ s✉❜s❡t P (a, o) ♣❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡①t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ o✳ ❚❤✉s✱ ❛♠♦♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
❛❝t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦s❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ a✿
❼ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ maxo |P (a, o)| ✭t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ s❡t ♦❢ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♣❛tt❡r♥s✮❀ t❤✐s
✐s t❤❡ ❲♦rst✲❈❛s❡ ❙tr❛t❡❣② ✉s❡❞ ❜② ❑♥✉t❤ ❬✶✾✼✻✕✼✼❪❀ ♦r
❼ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❡♥tr♦♣②✳
❙✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ t♦ ♣❧❛② ❍❛♥❣♠❛♥ ❛s ❛ ❝♦❞❡❜r❡❛❦❡r ✖♦r t♦ tr✐❝❦ t❤❡ ❝♦❞❡✲
❜r❡❛❦❡r ✇✐t❤ ❤❛r❞✲t♦✲❣✉❡ss ✇♦r❞s✖ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ▼❝▲♦♦♥❡ ❬✷✵✶✵❪✳
✸✳✷ ❍❡✉r✐st✐❝ ❘✉❧❡s
❆s ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞✱ ♥♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r❡❡❞② ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✖✐✳❡✳✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♥♦t r❡❧②✐♥❣ ♦♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡
❢✉t✉r❡s ✇✐t❤ ❛ ❤♦r✐③♦♥ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ ✶✖ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡s❡ ❣❛♠❡s ✐s ♣r♦✈❛❜❧② ♦♣t✐♠❛❧✳ ■♥ t❤❡
s❛♠❡ ✈❡✐♥✱ ✇❡ ❤❡r❡ ♣r♦♣♦s❡ ❤❡✉r✐st✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■♥ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r✱ ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❣❛✐♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣✐✈❡♥ ❛❝t✐♦♥ a ✇♦✉❧❞
r❡q✉✐r❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦✉t❝♦♠❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♠♣✉t✐♥❣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ s♦♠❡
q✉❛♥t✐t② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳ ❆♥♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t
❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ❛r❡ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦st
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡② ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡ s❛❢❡st ♦♥❡s✳
❆ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❤♦✇ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s✉❝❤ ❛❝t✐♦♥s ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛✳
❲❡ ❛r❡ ❤❡r❡ ❢❛❝✐♥❣ ❛ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❤♦✇ ❞♦❡s ❛ ✢✉✐❞ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ ♦✉r ♠✐♥❡✜❡❧❞❄ ❨❡t✱
♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ❛s st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦♥❝❡r♥s ✐♥✜♥✐t❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡
✐♥✜♥✐t❡ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ▼♦ss❡❧ ❬✷✵✵✷❪✳ ■♥ ♦✉r ✜♥✐t❡ s❡tt✐♥❣✱ t✇♦ ❡①❛❝t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✇♦✉❧❞ ❜❡✿
✶✳ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❝❡❧❧ c✱ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠✐♥❡✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r c❀
✷✳ t❛❦❡ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ✭♥♦t ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣
❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡rs ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ K✮✱ ❤♦✇ ♠❛♥② ♠✐♥❡✜❡❧❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤
✐t✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✉♥r❡❛❝❤❛❜❧❡ ❢r♦♠ c✳ ❇✉t✱ ✐♥ t❤❡
❧❛tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❛ ♥❡✇ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠ r❡q✉✐r✲
✐♥❣ ❛❣❛✐♥ t♦ r❡❛s♦♥ ♠❛✐♥❧② ❛❜♦✉t ❢r✐♥❣❡ ❝❡❧❧s ✭❝❡❧❧s ❛❞❥❛❝❡♥t t♦ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s✮ ❛♥❞ t❤✉s s❛✈❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡✳
❙t✐❧❧✱ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r♦❝❡ss❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛♦rt✳ ❲❡ ✐♥st❡❛❞ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤r❡❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥s✿
❼ ❝❡❧❧s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✏❢r❛♠❡✑ ✭t❤❡ ❜♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✮ ❤❛✈❡ ❧❡ss ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤✐❣❤❡r
❝❤❛♥❝❡s t♦ ❜❡ ③❡r♦✲✈❛❧✉❡❞✱ s♦ t❤❛t t❤❡s❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ❛r❡ ✐♥ t✉r♥ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ✉♥❝♦✈✲
❡r❡❞❀
❼ ❝❡❧❧s ❢❛r ❢r♦♠ ❜♦t❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤❡r ❝❤❛♥❝❡s t♦ ✉♥❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ ❛r❡❛
❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛❧❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡❀
❼ ❝❡❧❧s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛② ♥♦t ❜❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ✉♥❝♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛ ✖❜❡❝❛✉s❡ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡
❢r✐♥❣❡ ♠❛②❜❡ ♠✐♥❡❞✖ ❜✉t ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜r✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s✉s♣✐❝✐♦✉s ❝❡❧❧s
✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✳
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✶✺
❚❤❡s❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♠❛② ❝♦♥tr❛❞✐❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t ✇❤✐❝❤ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ✐s r✐❣❤t ♠❛②
❞❡♣❡♥❞ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♠✐♥❡s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤r❡❡✱ ♦r ♠♦r❡
♣r❡❝✐s❡❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ✇❡ ♣r❡❢❡r t❤❡ ❝❡❧❧ c ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣✿
❬❆✇❪ d(c, boundary)✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧ ❛s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡❀
❬❆✇❢❪ min(d(c, boundary), d(c, frame))✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧ ❛s ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❢r❛♠❡
❛s ♣♦ss✐❜❧❡❀
❬❈❧❪ −d(c, boundary)✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②❀ ❛♥❞
❬❈❧❢ ❪ −min(d(c, boundary), d(c, frame))✿ ♣✐❝❦✐♥❣ ❛ ❝❡❧❧ ❝❧♦s❡ ❡✐t❤❡r t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r t♦ t❤❡
❢r❛♠❡✳
❋♦r t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s ✐♥ K✳ ▲❡t
d♠❛① ❜❡ t❤✐s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✉s✐♥❣ ❛ ❜r❡❛❞t❤✲✜rst s❡❛r❝❤✱ ❤❡♥❝❡ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✐t② O(|U(C)|) ✭s❡❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✮✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s✬ ▼❛♥❤❛tt❛♥ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s✳
✴✯ ◆♦t❡✿ α′(c) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ c✬s ✹✲❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✳ ✯✴
❢♦r❡❛❝❤ c ❞♦ d(c)← −1 ✴✯ ■♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s t♦ −1✳ ✯✴✶
S ← φ(C) ✴✯ ❙♦✉r❝❡ s❡t ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❝❡❧❧s✳ ✯✴✷
❢♦r❡❛❝❤ c ∈ S ❞♦ d(c)← 0 ✴✯ ❇♦✉♥❞❛r② ❝❡❧❧s ❛r❡ ❛t ❞✐st❛♥❝❡ 0✳ ✯✴✸
r❡♣❡❛t✹
D ← ∅ ✴✯ ❉❡st✐♥❛t✐♦♥ s❡t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❡♠♣t②✳ ✯✴✺
❢♦r❡❛❝❤ c ∈ S ❞♦✻
❢♦r❡❛❝❤ c′ ∈ α′(c) ∩ U(C) ❞♦✼
✐❢ d(c′) = −1 t❤❡♥✽
D ← D ∪ {c′}✾
d(c′)← d(c) + 1✶✵
S ← D✶✶
✉♥t✐❧ S = ∅✶✷
❆s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ♦♥❡ ♠❛② ✇❛♥t t♦ ❛❝t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ✖✇❤❡r❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❛② ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ✇❤❛t ✐s ❛❧r❡❛❞② ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t s♦♠❡ ❝❡❧❧s✖ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ✐❢
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ✜♥❞ ❛ ♠✐♥❡ ✐s t♦♦ ❤✐❣❤✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❤✉s ❝♦♠❜✐♥❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
✏❞✐st❛♥❝❡ r✉❧❡s✑ ✇✐t❤ ❛ ✏❧♦✇ ♠✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑ r✉❧❡ ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t✇♦ ✇❛②s✿ ✭✐✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠✐♥❡
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❡❧❧s✱ ♣✐❝❦ ♦♥❡ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ r✉❧❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ❝❡❧❧s ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ r✉❧❡✱ ♣✐❝❦ ♦♥❡ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳
❋✐rst ▼♦✈❡ ❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❡st✐♦♥ ✐s ✇❤✐❝❤ ❝❡❧❧ t♦ ♣r♦❜❡ ✜rst✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❜✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤❡r❡ ✭✐✮ ♥♦ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r ❢r✐♥❣❡ ❡①✐sts✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❝❡❧❧ t♦ ❜❡
♣r♦❜❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ s❛❢❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝❡❧❧s ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡
❤❡✉r✐st✐❝ r✉❧❡s ❞✐s❝✉ss❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t✇♦ r✉❧❡s✱ t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛❞❞ ❛ t❤✐r❞
♦♥❡ ❢♦r ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✿
❼ ♣r♦❜❡ r❛♥❞♦♠❧②✱ ❡✳❣✳✱ (rand(1,W ), rand(1, H))❀
❼ ♣r♦❜❡ ❛ ❝♦r♥❡r✱ ❡✳❣✳✱ (1, 1)❀
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✶✻ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❼ ♣r♦❜❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✱ ❡✳❣✳✱ (⌊W ⌋, ⌊H⌋)✳
◆♦t❡ t❤❛t ✜rst ❝❧✐❝❦s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❧r❡❛❞② ❧♦♦❦❡❞ ❛t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❤✉♠❛♥ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r✳
❑♦st❦❛ ❬✷✵✵✻❪ ❤❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② st✉❞✐❡❞ ♦♥ ✇✐♥❞♦✇s ♠✐♥❡s✇❡❡♣❡r✿
❼ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ♦♣❡♥ ✉♣ ❛ s♣❛❝❡ ✭✐✳❡✳✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝❡❧❧ ♥♦t t♦ ❜❡ ❛❞❥❛❝❡♥t
t♦ ❛ ♠✐♥❡✮✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✖❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r②✖ t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s✱ t❤❡
❧♦✇❡r t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❜✐❛s ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞
❼ ✐♥ ❝❛s❡ ❛ s♣❛❝❡ ✐s ♦♣❡♥❡❞✱ ✐ts ❡①♣❡❝t❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♠♦✈❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❡♥t❡r
♦❢ t❤❡ ❣r✐❞✳




❚❤❡ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✿
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r✴❝✴♠ ♣✐❝❦s t❤❡ ✜rst ❝❡❧❧ r❛♥❞♦♠❧②✱ ✐♥ ❛ ❝♦r♥❡r✱ ♦r ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡❀
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❬♥♦♥✲❞❡❝✐s✐✈❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❙✐♠ ❛♣♣❧✐❡s s✐♠♣❧❡ r✉❧❡s ❛❧❧♦✇✐♥❣ q✉✐❝❦ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s❛❢❡ ♦r ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s✿
✶✳ ✢❛❣ ♦❜✈✐♦✉s ♠✐♥❡s✱
✷✳ ♣✐❝❦ ❛♥② ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧ ❛r♦✉♥❞ ❛ ✵✲✈❛❧✉❡❞ ❝❡❧❧✱
✸✳ ✐❢ ❛ k✲✈❛❧✉❡❞ ❝❡❧❧ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② k ✢❛❣❣❡❞ ♠✐♥❡s✱ ♦t❤❡r ❛❞❥❛❝❡♥t ❝❡❧❧s ❛r❡ s❛❢❡❀
❊♥✉ ❡♥✉♠❡r❛t❡s ❛❧❧ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ✭❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✬s c ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pm(c)✮❀ t❤✐s
❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧❧♦✇s t♦ ✢❛❣ ❛♥② ♣r♦✈❛❜❧② ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧ ♦r ♣✐❝❦ ❛♥② ♣r♦✈❛❜❧② s❛❢❡ ❝❡❧❧❀ ✐t ✐s ✐♥t❡r✲
r✉♣t❡❞ ✐❢ ✐ts ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❧❛sts ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ s❡❝♦♥❞❀
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ❬t✐❡✲❜r❡❛❦✐♥❣ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳
❘❛♥ ♣✐❝❦s ❛ ❝❡❧❧ r❛♥❞♦♠❧②❀
▲♦ ♣r❡❢❡rs ❝❡❧❧s c ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ Pm(c)❀
❆✇ ♣r❡❢❡rs ❝❡❧❧s c ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②❀
❆✇❢ ♣r❡❢❡rs ❝❡❧❧s c ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❛♥❞ t❤❡ ❢r✐♥❣❡❀
❈❧ ♣r❡❢❡rs ❝❡❧❧s c ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②❀
❈❧❢ ♣r❡❢❡rs ❝❡❧❧s c ❝❧♦s❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♦r t❤❡ ❢r✐♥❣❡✳
❚❤✉s✱ ✏❝❙✐♠❊♥✉❘❛♥✑ ❞❡♥♦t❡s ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ✭✐✮ ❢♦r t❤❡ ✜rst ♠♦✈❡✱ ♣r♦❜❡s ❛ ❝♦r♥❡r✱ t❤❡♥ ✖❢♦r
❡❛❝❤ s✉❜s❡q✉❡♥t ♠♦✈❡✖ ✉s❡s ✭✐✐✮ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s❛❢❡ ♦r ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s✱ ❜❡❢♦r❡ ✭✐✐✐✮
❡♥✉♠❡r❛t✐♥❣ ✈❛❧✐❞ ❢r✐♥❣❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ♦r ✭✐✈✮ ❛❝ts r❛♥❞♦♠❧② ✐❢ ♥♦ s❛❢❡ ❝❤♦✐❝❡ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲♦
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❆✇✱ ❆✇❢✱ ❈❧ ❛♥❞ ❈❧❢ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②✳ ■♥ ❡❛❝❤ ❝❛s❡✱ ♦♥❡ ♠♦✈❡s t♦
t❤❡ ♥❡①t ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡ ❢❛✐❧❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❝❡❧❧ t♦ ♣❧❛②✳
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✶✼
❚❛❜❧❡ ✷✿ ✏❖✣❝✐❛❧✑ ✭❛♥❞ ❛❧t❡r♥❛t❡✮ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❛♠❡ ❧❡✈❡❧s
❇❡❣✐♥♥❡r ✭❛❧t✳✮ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✭❛❧t✳✮ ❊①♣❡rt
●r✐❞ ❙✐③❡ 9× 9 ✭8× 8✮ 16× 16 ✭13× 15✮ 16× 30
★ ♠✐♥❡s ✶✵ ✭✶✵✮ ✹✵ ✭✹✵✮ ✾✾
❉❡♥s✐t② ✶✷✳✸✪ ✭✶✺✳✻✪✮ ✶✺✳✻✪ ✭✷✵✳✺✪✮ ✷✵✳✻✪
❚❛❜❧❡ ✸✿ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt r❡s✉❧ts ✭s✉❝❝❡ss r❛t❡s✮
❇❡❣✐♥♥❡r✲❛❧t ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✲❛❧t ❊①♣❡rt
❙✐♥❣❧❡ P♦✐♥t ❄ ❄ ❄
❊q✉❛t✐♦♥ ✵✳✼✶ ✵✳✸✻ ✵✳✷✻
▼✐♦ ✵✳✼✶ ✵✳✸✻ ✵✳✷✻
✹✳✷ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ ❙❡tt✐♥❣s
❲❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❣❛♠❡ ❧❡✈❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡✐r ❣r✐❞ s✐③❡s ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♠✐♥❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤❡ ❣❛♠❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐♥❡ ❞❡♥s✐t② ✭♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♠✐♥❡❞
❝❡❧❧s✮ ♦r t❤❡ ❣r✐❞✲s✐③❡✳ ❲❤❡♥ r✉♥♥✐♥❣ ♦✉r ♦✇♥ ♣r♦❣r❛♠✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❣❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱
✇❡ r❛♥❞♦♠❧② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ s❛♠❡ s❡t ♦❢ ♠✐♥❡✜❡❧❞s t♦ ♣❧❛② ✇✐t❤ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❛♥❞♦♠ s❡❡❞✮✳
❆❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❛♥ ✐✺ ❈P❯ ❛t ✷✳✺✸ ●❍③✳ ❇✉t ♥♦t❡ t❤❛t
t✐♠✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ❛s ❧✐♠✐t❡❞ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♣✉t ✐♥t♦ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
❖✉r str❛t❡❣✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✿
❼ ❙✐♥❣❧❡ P♦✐♥t ✉s❡s s✐♠♣❧❡ r✉❧❡s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♠❛♥② ♠✐♥❡❞ ❛♥❞ s❛❢❡ ❝❡❧❧s ✭♥♦ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡
❈❙P s♦❧✈❡r✮✱ ❜✉t ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛❝ts r❛♥❞♦♠❧②❀ ✉s✐♥❣ ♦✉r ♥❛♠✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐t ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❙✐♠❘❛♥❀
❼ ❊q✉❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡s ✐♥t❡❣❡r ❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ t♦ ❞❡r✐✈❡ ♥❡✇ ❡q✉❛t✐♦♥s❀ ✐t t❤❡♥ r❡♣❡❛t❡❞❧②
❛♣♣❧✐❡s r✉❧❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② s❛❢❡ ♦r ♠✐♥❡❞ ❝❡❧❧s❀ ✇❤❡♥ t❤✐s ♣r♦❝❡ss
st♦♣s✱ ❡❛❝❤ ❝❡❧❧✬s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t♦ ❜❡ ♠✐♥❡❞ ✐s ❤❡✉r✐st✐❝❛❧❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡
✈❛❧✉❡s ❛r♦✉♥❞ ✐t✱ ❛♥❞ ❛ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ♣r♦❜❡❞❀
❼ ▼✐♦ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✉s❡s r✉❧❡s ❧❡❛r♥❡❞ ✖✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❝❧❛✉s❡s✖ t❤r♦✉❣❤
❡①♣❡r✐♠❡♥ts❀ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ r✉❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤♦s❡ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
❚❛❜❧❡ ✸ s❤♦✇s s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡s❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳
❝❝s✳♥❡✉✳❡❞✉✴❤♦♠❡✴r❛♠s❞❡❧❧✴♣❣♠s✴❣❛♠❡s✳❤t♠❧✳ ❋♦r ❙✐♥❣❧❡ P♦✐♥t ✭❙✐♠❘❛♥✮✱ s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✸ ❘❡s✉❧ts
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✭✐✮ ❝♦♠♣❛r❡ ❛ s❡t ♦❢ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ❛ ✏❜❡❣✐♥♥❡r✑ ❣r✐❞✱ t❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ ❛
s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ✇❡ ✭✐✐✮ st✉❞② t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠♦✈❡✱ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ❧♦♦❦ ❛t ❢✉rt❤❡r
r❡s✉❧ts ❛t ✏✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✑ ❛♥❞ ✏❡①♣❡rt✑ ❧❡✈❡❧s✳
✹✳✸✳✶ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ ❱❛r✐♦✉s ❙tr❛t❡❣✐❡s
❚❛❜❧❡ ✹ ❧✐sts t❤❡ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s ✇❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ✭❤❡r❡ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜rst ♣r♦❜❡✮✱ s❤♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ r✉♥♥✐♥❣ t✐♠❡ ❢♦r ✶✵ ✵✵✵ r❛♥❞♦♠ ❜❡❣✐♥♥❡r ♠✐♥❡✜❡❧❞s✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✶✽ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
❚❛❜❧❡ ✹✿ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② r❡s✉❧ts✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
















❚❛❜❧❡ ✺✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t✐♠❡♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❧✉s st❛t✐st✐❝s ✭♠✐♥✐♠✉♠✴♠❡❞✐❛♥✕
❛✈❡r❛❣❡✴♠❛①✐♠✉♠✮ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❙Ps t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞
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❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡s ❛❧♦♥❡ ❛r❡ q✉✐t❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛t t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❞✐✣❝✉❧t②
✭✻✼✪ ♦❢ s✉❝❝❡ss✮✳ P❧✉s✱ t❤❡② ❛r❡ ❢❛st ❛♥❞ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
Pr♦❜✐♥❣ s❛❢❡ ❝❡❧❧s ♦r ❛❝t✐♥❣ r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ s❛❢❡ ❝❡❧❧s ❛❧❧♦✇s ❛tt❛✐♥✐♥❣ ❛ s❝♦r❡ ♦❢ ✽✶✪
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✹✳✸✳✷ ■♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❋✐rst ▼♦✈❡
❚❤❡ ✜❣✉r❡s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✖❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥❡r ❧❡✈❡❧✖ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♣r❡❢❡r ✜rst
♠♦✈❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦r♥❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡r❡ ❝❧✐❝❦✐♥❣ ✏✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡✑
♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ❧❡ss ❡✣❝✐❡♥t✳ P❧✉s✱ ❛❣❛✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡
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❚❛❜❧❡s ✽ ❛♥❞ ✾ ♣r♦✈✐❞❡ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡s✉❧ts ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts
✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶ ✖❤❡r❡✱ ✇✐t❤ ❛ r❛♥❞♦♠ ✜rst ♠♦✈❡✖ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡✲
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♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦♥ s❛❢❡t② ✭❧♦✇ ♠✐♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✮✿ ✺✵✪ ✭✈s✳ ✸✻✪✮ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞
✸✼✕✸✽✪ ✭✈s✳ ✷✻✪✮ ❛t t❤❡ ❡①♣❡rt ❧❡✈❡❧✳ ❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦ ✐s ♥♦t ❛s r♦❜✉st✱ ❜✉t r❡♠❛✐♥s ❛❜♦✈❡ t❤❡ st❛t❡
♦❢ t❤❡ ❛rt✳
❆❣❛✐♥✱ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st❛t✐st✐❝s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡s ✶✷ ❛♥❞ ✶✸✳
❋✐❣✉r❡ ✸ s❤♦✇s✱ ❢♦r ❙✐♠❘❛♥ ❛♥❞ ❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❡❞ ❝❡❧❧s ❝♦♠❡
❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ♦♥❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛❧❧ ♠♦✈❡s ♦❢
❡❛❝❤ str❛t❡❣②✳ ❍✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r ♦♥❡ str❛t❡❣② ❞♦ ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤✐s str❛t❡❣② ❤❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥
❛❝t✐♦♥ ♠♦r❡ ♦❢t❡♥ t❤❛♥ ❛♥♦t❤❡r str❛t❡❣②✳
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❚❛❜❧❡ ✽✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t✐♠❡♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❧✉s st❛t✐st✐❝s ✭♠✐♥✐♠✉♠✴♠❡❞✐❛♥✕
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Pw P! ●❛♠❡❉✉r❛t✐♦♥ ♥❜❙♦❧✈❡❞❈❙Ps t♦t◆❜❙♦❧✉t✐♦♥s
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✵✳✻✼✵ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✹✷✴ ✷✺✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✼✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✹✺✴ ✷✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✵✳✻✻✸ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✹✶✴ ✷✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✵✳✽✼✶ ✵✳✵✵✵✶ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✸✻✴✹✹✼✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✽✶✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✼✳✺✵✕✶✺✼✳✼✵✴✺✾✺✺✾✾✳✷✺✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✶✶ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✼✵✴ ✸✷✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✼✵✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✷✳✵✵✕ ✷✵✳✷✾✴✶✵✻✽✷✹✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✵✳✽✺✶ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✽✵✴ ✷✹✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✽✹✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✻✹✳✽✹✴ ✼✺✽✷✹✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✵✳✽✼✸ ✵✳✵✵✵✶ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✸✸✴✹✺✷✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✽✼✴✷✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✼✳✺✵✕✶✸✶✳✹✻✴✺✸✷✶✽✾✳✷✺✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✶✹ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✻✾✴ ✹✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✽✷✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✷✳✵✵✕ ✽✳✷✷✴ ✼✹✵✻✳✸✽✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✵✳✽✺✸ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✼✾✴ ✷✺✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✶✳✾✷✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✺✹✳✼✹✴ ✼✺✽✷✹✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✵✳✽✹✼ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✼✽✴ ✻✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✷✳✷✽✴✷✹✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✼✳✽✸✕ ✻✷✳✷✵✴ ✶✾✼✻✸✳✽✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✻✽✴ ✸✾✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✷✳✷✾✴✷✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✷✳✺✵✕ ✸✳✾✶✴ ✸✾✵✳✽✾✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✵✳✽✷✵ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✽✽✴ ✺✹✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✷✳✸✻✴✷✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✾✳✵✵✕ ✾✹✳✵✼✴ ✶✵✸✻✸✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✵✳✽✼✵ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✻✼✴ ✷✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✷✳✶✽✴✷✹✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✻✳✵✵✕ ✶✼✳✻✵✴ ✶✻✾✵✳✺✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✼✵✴ ✸✾✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✷✳✷✾✴✷✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✷✳✺✵✕ ✸✳✾✷✴ ✹✵✶✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✵✳✽✺✸ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✵✳✻✾✴ ✸✹✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✳✵✵✕✷✳✶✽✴✷✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✷✷✳✽✵✴ ✾✷✵✳✹✺✮
❚❛❜❧❡ ✾✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ st❛t✐st✐❝s ✭♠✐♥✐♠✉♠✴♠❡❞✐❛♥✕
❛✈❡r❛❣❡✴♠❛①✐♠✉♠✮ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✬s ❈❙Ps✱ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✬s ❈❙Ps✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡
♥❜❈❡❧❧s■♥❋r✐♥❣❡ ♠❛①❈❡❧❧s■♥❋r✐♥❣❡ ♥❜❯♥❝♦✈❡r❡❞❈❡❧❧s ♠❛①◆❜❙♦❧✉t✐♦♥s
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✺✺✳✾✹✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✺✽✳✺✹✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✺✺✳✺✸✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✻✳✾✸✴✸✸✳✶✺✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✹✻✴✺✾✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✸✳✻✸✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕✼✺✸✳✸✸✴✷✷✺✵✾✽✼✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✹✳✵✵✕✹✳✼✼✴✷✸✳✾✸✮ ✭✵✳✵✵✴✹✳✵✵✕ ✻✳✵✷✴✹✽✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✻✳✹✼✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕✶✷✵✳✽✺✴ ✽✹✵✵✵✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✼✳✹✻✴✷✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✾✷✴✹✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✷✳✸✸✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕✷✼✷✳✽✷✴ ✹✼✷✺✵✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✻✳✾✻✴✸✸✳✶✺✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✹✼✴✺✾✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✸✳✼✼✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕✺✾✽✳✺✼✴✷✵✹✸✽✼✾✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✹✳✵✵✕✹✳✽✷✴✷✶✳✷✸✮ ✭✵✳✵✵✴✹✳✵✵✕ ✻✳✵✷✴✸✽✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✻✳✻✺✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✷✾✳✷✵✴ ✺✻✼✵✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✼✳✹✾✴✷✻✳✷✵✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✾✶✴✹✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✷✳✹✹✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕✷✷✵✳✵✶✴ ✹✼✷✺✵✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✼✳✶✼✴✷✻✳✷✽✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✼✼✴✸✻✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✶✳✾✸✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕✶✻✼✳✵✺✴ ✺✾✷✹✶✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✹✳✺✵✕✹✳✾✺✴✷✵✳✹✻✮ ✭✵✳✵✵✴✻✳✵✵✕ ✻✳✷✷✴✸✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✺✳✽✷✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✼✳✷✻✴ ✶✸✺✾✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✽✳✸✼✴✷✻✳✾✹✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✶✵✳✸✹✴✹✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✵✳✶✺✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✾✳✵✵✕✷✹✹✳✶✾✴ ✷✼✼✷✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✲✶✱✲✶✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✻✳✾✺✴✷✸✳✷✺✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✷✾✴✸✸✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✸✳✹✾✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕ ✸✸✳✹✻✴ ✻✸✽✹✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✹✳✺✵✕✹✳✾✺✴✷✵✳✹✻✮ ✭✵✳✵✵✴✻✳✵✵✕ ✻✳✷✸✴✸✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✺✳✽✷✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✼✳✷✸✴ ✶✻✸✽✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✹✱✹✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕✼✳✺✾✴✷✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✽✳✵✵✕ ✽✳✾✹✴✸✺✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✼✶✳✵✵✕✻✷✳✹✼✴✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕ ✹✸✳✵✽✴ ✺✵✹✵✳✵✵✮
❚❛❜❧❡ ✶✵✿ ▼❛✐♥ ❘❡s✉❧ts✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡
t♦t❛❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t✐♠❡ ✭✐♥ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮ ❢♦r ✶✵ ✵✵✵ ❣❛♠❡s
❇❡❣✐♥♥❡r ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❊①♣❡rt
❝❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦ ✵✳✾✶ ✭✽✻✸✼✮ ✵✳✼✺ ✭✷✼✻✺✶✹✮ ✵✳✷✾ ✭✹✸✸✺✵✸✹✮
❝❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇ ✵✳✾✶ ✭✽✸✾✽✮ ✵✳✼✽ ✭✶✷✶✸✷✹✮ ✵✳✸✼ ✭✶✶✵✾✷✾✶✮
❝❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧ ✵✳✾✵ ✭✽✺✷✶✮ ✵✳✼✻ ✭✺✽✵✸✺✮ ✵✳✸✽ ✭✸✻✶✼✷✼✮
❝❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢ ✵✳✾✵ ✭✽✹✾✹✮ ✵✳✼✻ ✭✺✻✶✷✾✮ ✵✳✸✽ ✭✸✼✽✺✶✷✮
❚❛❜❧❡ ✶✶✿ ❙❛♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✱ ❜✉t ❢♦r ❛❧t❡r♥❛t❡ ❣r✐❞s ✭❡①❝❡♣t ✐♥ ❊①♣❡rt ♠♦❞❡✱ ✇❤❡r❡
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♥✉♠❜❡rs ✐s ❞✉❡ t♦ ❛ ♥❡✇ s❡t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✮
❇❡❣✐♥♥❡r ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❊①♣❡rt
❊q✉❛t✐♦♥ ✵✳✼✶ ✵✳✸✻ ✵✳✷✻
▼✐♦ ✵✳✼✶ ✵✳✸✻ ✵✳✷✻
❝❙✐♠❘❛♥ ✵✳✹✻ ✭✹✼✺✼✮ ✵✳✵✻ ✭✶✵✼✵✶✮ ✵✳✵✶ ✭✸✸✸✾✾✮
❝❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦ ✵✳✽✵ ✭✶✾✸✻✸✮ ✵✳✹✷ ✭✶✻✽✷✻✼✺✮ ✵✳✷✾ ✭✹✷✹✾✹✶✽✮
❝❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇ ✵✳✽✶ ✭✶✼✵✸✶✮ ✵✳✺✵ ✭✸✺✽✹✼✺✮ ✵✳✸✼ ✭✶✵✽✷✾✺✸✮
❝❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧ ✵✳✽✵ ✭✼✺✼✹✮ ✵✳✺✵ ✭✹✺✽✷✷✮ ✵✳✸✽ ✭✸✼✹✻✻✶✮
❝❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢ ✵✳✽✵ ✭✼✻✹✺✮ ✵✳✺✵ ✭✹✹✾✼✹✮ ✵✳✸✽ ✭✸✻✾✾✽✾✮
■♥r✐❛
▼✐♥❡❙✇❡❡♣❡r✿ ❲❤❡r❡ t♦ Pr♦❜❡❄ ✷✶
❚❛❜❧❡ ✶✷✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ t✐♠❡♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♣❧✉s st❛t✐st✐❝s ✭♠✐♥✐♠✉♠✴♠❡❞✐❛♥✕
❛✈❡r❛❣❡✴♠❛①✐♠✉♠✮ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❙Ps t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ s♦❧✈❡❞
Pw P! ●❛♠❡❉✉r❛t✐♦♥ ♥❜❙♦❧✈❡❞❈❙Ps t♦t◆❜❙♦❧✉t✐♦♥s
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✼✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✹✻✴ ✷✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✸✽✼ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✵✵✕ ✸✳✸✹✴ ✽✺✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✵✵✾ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✷✳✾✹✴ ✻✾✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✶✶ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✵✳✼✶✴ ✸✶✼✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✶✳✼✵✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✷✳✵✵✕ ✷✵✳✷✾✴ ✶✵✻✽✷✹✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✼✺✸ ✵✳✵✵✼✸ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✷✼✳✹✷✴✶✵✻✷✹✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✸✳✺✽✴✸✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✺✳✵✵✕ ✸✸✾✶✳✹✵✴✶✵✽✻✻✼✽✳✼✺✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✷✾✶ ✵✳✵✼✾✸ ✭✵✳✵✵✴✷✶✳✵✵✕✹✸✸✳✷✺✴✷✺✹✻✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✼✳✵✵✕ ✽✳✾✷✴✺✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✾✹✳✶✺✕✸✼✶✹✹✳✹✷✴✶✸✼✺✽✾✸✳✸✽✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✶✹ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✵✳✻✽✴ ✹✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✶✳✽✷✴✷✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✷✳✵✵✕ ✽✳✷✷✴ ✼✹✵✻✳✸✽✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✼✼✺ ✵✳✵✵✶✼ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✶✶✳✾✵✴ ✹✽✼✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✸✳✾✶✴✸✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✺✳✵✵✕ ✶✸✸✽✳✸✼✴✶✵✸✽✸✽✽✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✸✼✸ ✵✳✵✶✷✻ ✭✵✳✵✵✴✷✶✳✵✵✕✶✶✵✳✻✾✴✶✻✼✵✺✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✾✳✵✵✕✶✶✳✷✸✴✼✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✻✸✳✹✺✕ ✻✸✹✵✳✸✸✴✶✺✾✶✷✵✷✳✺✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✵✳✻✾✴ ✸✼✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✷✳✷✾✴✷✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✷✳✺✵✕ ✸✳✾✶✴ ✸✾✵✳✽✾✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✼✺✻ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✺✳✺✽✴ ✶✶✾✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✹✳✹✾✴✸✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✺✵✕ ✶✹✳✸✻✴ ✷✽✷✺✳✶✶✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✸✼✻ ✵✳✵✵✶✸ ✭✵✳✵✵✴✷✶✳✵✵✕ ✸✺✳✾✸✴✶✶✺✼✹✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✵✳✵✵✕✶✷✳✵✼✴✼✼✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✸✵✳✻✼✕ ✾✹✼✳✼✼✴ ✻✷✶✶✷✶✳✻✸✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✾✵✷ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✵✳✻✾✴ ✸✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✶✳✵✵✕ ✷✳✷✾✴✷✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✷✳✺✵✕ ✸✳✾✷✴ ✹✵✶✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✼✺✻ ✵✳✵✵✵✵ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✺✳✸✾✴ ✶✷✷✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✹✳✹✾✴✸✸✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✺✵✕ ✶✹✳✷✷✴ ✷✺✹✸✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✵✳✸✼✺ ✵✳✵✵✶✸ ✭✵✳✵✵✴✷✶✳✵✵✕ ✸✼✳✻✷✴ ✾✾✼✽✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✵✳✵✵✕✶✷✳✵✼✴✼✼✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✸✵✳✼✸✕ ✾✸✵✳✸✷✴ ✻✵✹✼✶✻✳✶✾✮
❚❛❜❧❡ ✶✸✿ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❛t✐st✐❝s✿ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ st❛t✐st✐❝s ✭♠✐♥✐♠✉♠✴♠❡❞✐❛♥✕
❛✈❡r❛❣❡✴♠❛①✐♠✉♠✮ ❛❜♦✉t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✬s ❈❙Ps✱ t❤❡ ♠❛①✐✲
♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❡❧❧s ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♦❢ ❛ ❣❛♠❡✬s ❈❙Ps✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❝❡❧❧s ❛t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣❛♠❡
♥❜❈❡❧❧s■♥❋r✐♥❣❡ ♠❛①❈❡❧❧s■♥❋r✐♥❣❡ ♥❜❯♥❝♦✈❡r❡❞❈❡❧❧s ♠❛①◆❜❙♦❧✉t✐♦♥s
❙✐♠❘❛♥✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴ ✼✶✳✵✵✕ ✺✽✳✺✹✴ ✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✷✵✼✳✵✵✕✶✸✾✳✷✻✴✷✶✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❘❛♥✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴ ✶✾✳✵✵✕ ✽✻✳✸✸✴✸✽✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✕ ✵✳✵✵✴ ✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✵✵✕ ✹✳✼✼✴ ✷✸✳✾✸✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✵✵✕ ✻✳✵✷✴ ✹✽✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴ ✼✶✳✵✵✕ ✻✻✳✹✼✴ ✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✶✷✵✳✽✺✴ ✽✹✵✵✵✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✻✼✕ ✾✳✸✽✴ ✺✷✳✶✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✷✳✵✵✕✶✸✳✽✻✴✶✵✽✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✷✶✻✳✵✵✕✶✽✶✳✾✻✴✷✶✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕ ✶✽✶✸✷✳✻✷✴✸✹✷✽✶✸✽✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉❆✇▲♦✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✼✳✺✵✕✶✽✳✵✵✴✶✵✶✳✹✽✮ ✭✵✳✵✵✴✸✶✳✵✵✕✸✶✳✺✽✴✶✼✵✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✸✷✷✳✵✵✕✷✶✹✳✻✽✴✸✽✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✸✻✵✳✵✵✕✶✼✺✸✼✸✳✵✻✴✸✹✵✶✵✵✽✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✵✵✕ ✹✳✽✷✴ ✷✶✳✷✸✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✵✵✕ ✻✳✵✷✴ ✸✽✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴ ✼✶✳✵✵✕ ✻✻✳✻✺✴ ✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✷✾✳✷✵✴ ✺✻✼✵✵✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✼✺✕ ✾✳✷✺✴ ✸✺✳✻✹✮ ✭✵✳✵✵✴✶✷✳✵✵✕✶✸✳✷✼✴ ✺✸✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✷✶✻✳✵✵✕✶✽✺✳✾✸✴✷✶✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✵✵✕ ✻✵✻✼✳✷✸✴✸✹✸✷✻✻✼✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❆✇✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✼✳✶✹✕✶✻✳✼✸✴ ✺✽✳✹✽✮ ✭✵✳✵✵✴✸✵✳✵✵✕✷✼✳✾✷✴ ✽✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✸✼✽✳✵✵✕✷✹✺✳✵✺✴✸✽✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✷✷✽✳✵✵✕ ✸✻✵✾✼✳✸✸✴✸✻✾✼✶✹✾✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✺✵✕ ✹✳✾✺✴ ✷✵✳✹✻✮ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✻✳✷✷✴ ✸✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴ ✼✶✳✵✵✕ ✻✺✳✽✷✴ ✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✼✳✷✻✴ ✶✸✺✾✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✸✸✕ ✽✳✾✵✴ ✸✺✳✻✹✮ ✭✵✳✵✵✴✶✷✳✵✵✕✶✷✳✺✷✴ ✹✼✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✷✶✻✳✵✵✕✶✽✷✳✹✶✴✷✶✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✹✸✳✼✸✴ ✶✺✸✶✷✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✺✳✹✶✕✶✺✳✸✵✴ ✺✽✳✹✽✮ ✭✵✳✵✵✴✷✽✳✵✵✕✷✺✳✽✼✴ ✽✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✸✼✽✳✵✵✕✷✹✻✳✸✼✴✸✽✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✵✽✳✵✵✕ ✻✾✵✵✳✾✸✴✸✷✽✶✶✻✾✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✾✲❧✾✲♠✶✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✹✳✺✵✕ ✹✳✾✺✴ ✷✵✳✹✻✮ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✻✳✷✸✴ ✸✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴ ✼✶✳✵✵✕ ✻✺✳✽✷✴ ✼✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✸✳✵✵✕ ✼✳✷✸✴ ✶✻✸✽✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✶✻✲❧✶✻✲♠✹✵✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✽✳✸✸✕ ✽✳✾✵✴ ✸✺✳✻✹✮ ✭✵✳✵✵✴✶✷✳✵✵✕✶✷✳✺✷✴ ✹✼✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✷✶✻✳✵✵✕✶✽✷✳✹✶✴✷✶✻✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴ ✻✳✵✵✕ ✹✸✳✷✵✴ ✶✺✸✶✷✳✵✵✮
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✲❝✸✵✲❧✶✻✲♠✾✾✲✐✭✵✱✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✺✳✹✷✕✶✺✳✸✶✴ ✺✽✳✹✽✮ ✭✵✳✵✵✴✷✽✳✵✵✕✷✺✳✽✼✴ ✽✶✳✵✵✮ ✭✶✳✵✵✴✸✼✽✳✵✵✕✷✹✻✳✸✻✴✸✽✶✳✵✵✮ ✭✵✳✵✵✴✶✵✽✳✵✵✕ ✻✻✾✷✳✺✺✴✸✶✶✼✶✶✺✳✵✵✮
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶






















❋✐❣✉r❡ ✸✿ ❯s❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ✷ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✸ ❞✐✣❝✉❧t②
❧❡✈❡❧s
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡ ♠❛❦❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠ ✭❢♦r ❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢✮ ❛♥❞ r❛♥❞♦♠ ❝❤♦✐❝❡s ✭❢♦r ❙✐♠❘❛♥✮✳ ❖♥❧② ❛ ♠✐♥♦r✐t② ♦❢ ❝❛s❡s r❡q✉✐r❡
❙✐♠❊♥✉▲♦❈❧❢ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❣✉❡ss t❤r♦✉❣❤ ▲♦❈❧❢✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡ ♦♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❧❡✈❡❧s ✭❋✐❣✉r❡ ✹✮ t❤❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥s ❛r❡ ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧
❢♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡✭✲❛❧t✮ ❛♥❞ ❡①♣❡rt ❣❛♠❡s✱ ❛s ❢♦r ♠✐♥❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ✭✷✵✳✺✪ ❛♥❞ ✷✵✳✻✪✮✳ ❆s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣❡❝t❡❞✱ ❤✐❣❤❡r ♠✐♥❡ ❞❡♥s✐t✐❡s ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ❣❛♠❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ♠♦r❡ ❣✉❡ss✐♥❣✳
✺ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
✺✳✶ ❈♦♠♣✉t❡r ✈s✳ ❍✉♠❛♥ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t ✐s t❤❛t ♣❧❛②✐♥❣ ▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣ ❢♦r ❤✉♠❛♥s ❛♥❞ ❢♦r
❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❍✉♠❛♥ ♣❧❛②❡rs ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❤♦✇ ❢❛st t❤❡② ❝❛♥ s♦❧✈❡ ❣❛♠❡s
r❛t❤❡r t❤❛♥ ♦♥ ❤♦✇ ♦❢t❡♥ t❤❡② s♦❧✈❡ ❣❛♠❡s✳ ❲❤✐❧❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛❝② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡❞
✖♣❧❛②✐♥❣ ❢❛st r❡q✉✐r❡s t❛❦✐♥❣ r✐s❦s✖ t❤✐s ✐s t❤✉s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s ✇❤❡t❤❡r t❤❡
♣❧❛②❡r ✐s ❛ ❤✉♠❛♥ ♦r ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❘❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤♦✐❝❡s ♠❛② ❜❡ t❤❛t ✭✐✮ ❡st✐♠❛t✐♥❣
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ s✉❝❝❡ss r❛t❡ r❡q✉✐r❡s t♦♦ ♠❛♥② ❣❛♠❡s✱ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❢♦r s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞
t♦ t❛❦✐♥❣ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ t✐♠❡ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ❡❛❝❤ ❣❛♠❡✳
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❜❡st r❡s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡s ❛❧s♦ ❤❛s t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ t❤❛t s♣❡❡❞ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❛ ♠✐♥❡✜❡❧❞✳ ❙♦♠❡ ❝❛s❡s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ ✈❡r② ❢❡✇ ❝❧✐❝❦s✱ t❤✉s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❜②
❝❤❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❧❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t t❤❛t ❛ s❝♦r❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ♦♥❧② ✐❢ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞
♦♥ ❛ ❣r✐❞ r❡q✉✐r❡ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❧✐❝❦s t♦ ❜❡ ✉♥❝♦✈❡r❡❞✳ ❚❤✐s t❤r❡s❤♦❧❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡
❣❛♠❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✭❣r✐❞ s✐③❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠✐♥❡s✮✳ ❋r♦♠ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥
✐ts❡❧❢ t♦ s♦❧✈❡ ❣r✐❞s ✇✐t❤ ❛s ❢❡✇ ❝❧✐❝❦s ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❤✐❧❡ ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ♣❧❛②❡rs tr② t♦ ✏t❤✐♥❦ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✑✱ ❤✉♠❛♥s ❤❛✈❡ t❤❡
■♥r✐❛






















❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❯s❛❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♦❢ ✷ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✸ ❛❧t❡r♥❛t❡
❞✐✣❝✉❧t② ❧❡✈❡❧s
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛❧s♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡✐r ♠♦✉s❡ ❛s
❢❛st ❛♥❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❖♥ t❤❡ s✐❞❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉t❡r ♠✐♥❡s✇❡❡♣❡r✱ t✐♠❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐ss✉❡ t❤❛t ❝♦♥str❛✐♥s t♦ ✉s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
s♦❧✈❡rs✳ ❆t ✜rst s✐❣❤t✱ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts s❡❡♠ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❣♦♦❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡s ✖r✉❧❡s t♦ ❞❡❝✐❞❡
✇❤✐❝❤ ✉♥s❛❢❡ ❝❡❧❧ t♦ ♣r♦❜❡✖ t②♣✐❝❛❧❧② ❧❡❛❞ t♦ ❡❛s✐❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤✐s ✐s ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣
s✐♥❝❡ s♦♠❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s♦❧✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳
■t ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t❤❛t✱ ✐❢ t✐♠❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st str❛t❡❣✐❡s ✇♦✉❧❞ ✐♥ ❢❛❝t ✐♥✈♦❧✈❡
❤❛r❞❡r ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳
✺✳✷ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥
❆♥ ✐❞❡❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r t✐♠❡ ♦♥❧②✱ ❜❡✐♥❣ s✉r❡ t❤❛t ❝♦♥t❡st❛♥ts ❛r❡ s✉❝❝❡ss✲
r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❨❡t✱ ♦♥❡ ❝❛♥♥♦t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t ❛ ❤✉♠❛♥ ♣❧❛②❡r ✐s s✉❝❝❡ss✲r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✖❜❡❝❛✉s❡
❤✉♠❛♥s ♠❛❦❡ ♠✐st❛❦❡✖ ✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r ♥♦✇ ♥♦ ♣r♦✈❛❜❧② s✉❝❝❡ss✲r❛t❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳
❖♥❡ ❝❛♥♥♦t ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r s✉❝❝❡ss r❛t❡ ♦♥❧② ✇✐t❤♦✉t ❝❛r✐♥❣ ❛❜♦✉t t✐♠❡✿ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ✈❡r②
❧♦♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ✐❢ ✇✐♥♥✐♥❣ ♠❡❛♥s ♠❛❦✐♥❣ ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s t❤❛♥ ❝♦♠♣❡t✐t♦rs✳
❙♦✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❜♦t❤ ❝r✐t❡r✐❛✿ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡✱ ♣♦ss✐❜❧② t✉r♥✐♥❣ ♦♥❡
♦❢ t❤❡♠ ✐♥t♦ ❛ ❝♦♥str❛✐♥t✳ ❆ ✜rst s✉❣❣❡st✐♦♥ ✐s t♦ ❛❧✇❛②s ♣✉t ❛ t✐♠❡ ❝♦♥str❛✐♥t✿ ❛s s✉❣❣❡st❡❞
❛❜♦✈❡ ♥♦t s❡tt✐♥❣ ❛ t✐♠❡ ❧✐♠✐t ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ s♦♠❡ ❣❛♠❡s t❛❦✐♥❣ t♦♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ t❤❡♥
♦♣t✐♠✐③❡✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿
❼ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❛❧♦♥❡✱
❼ t✐♠❡ ❛❧♦♥❡✱ ✉♥❞❡r ❛ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥t✱
❼ s✉❝❝❡ss r❛t❡ ✜rst✱ t✐♠❡ s❡❝♦♥❞ ✭t♦ ❜r❡❛❦ t✐❡s✮✳
❘❘ ♥➦ ✽✵✹✶
✷✹ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❍♦❧❧❛r❞✱ ❇✉✛❡t✱ ❉✉t❡❝❤
✺✳✸ ●♦✐♥❣ ❋✉rt❤❡r
❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❤❡✉r✐st✐❝✲❜❛s❡❞ str❛t❡❣✐❡s✿
❼ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡♥✉♠❡r❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭✇❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② ❢♦r t❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✲
✐♠❡♥ts✱ ❡✳❣✳✱ s♣❧✐tt✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤❡♥❡✈❡r ♣♦ss✐❜❧❡✮❀
❼ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡♣t❤❀ ❛♥❞
❼ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ✖✐✳❡✳✱ ❛tt❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ st❛t✉s ♦❢ ❤✐❞❞❡♥
❝❡❧❧s✖✱ ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❛t ❜❡✐♥❣ ❣r❡❡❞② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❛✐♥❡❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥
❡✣❝✐❡♥t str❛t❡❣②✳
❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t♦ r❡❛❧❧② tr② ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥s ♦✈❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ t✐♠❡
st❡♣s✱ ✐✳❡✳✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛s ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❞❡❝✐s✐♦♥✲♠❛❦✐♥❣ ♦♥❡✳ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❚r❡❡ ❙❡❛r❝❤
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r t❤❛t✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡♥❡✜t ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❢❛st ❤❡✉r✐s✲
t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❇✉t t❤❡♥✱ ❣♦♦❞ ❤❡✉r✐st✐❝s ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ ❜✉t r✉♥ ✈❡r②
q✉✐❝❦❧②✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
▼✳ ❆r❛②❛✲▲ó♣❡③✱ ❱✳ ❚❤♦♠❛s✱ ❖✳ ❇✉✛❡t✱ ❛♥❞ ❋✳ ❈❤❛r♣✐❧❧❡t✳ ❆ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ▼❖▼❉Ps✳ ■♥
Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❚✇❡♥t②✲❙❡❝♦♥❞ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❚♦♦❧s ✇✐t❤ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥✲
t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭■❈❚❆■✲✶✵✮✱ ✷✵✶✵✳
❑✳ ❇❛②❡r✱ ❏✳ ❙♥②❞❡r✱ ❛♥❞ ❇✳ ❨✳ ❈❤♦✉❡✐r②✳ ❆♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥t✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦
▼✐♥❡s✇❡❡♣❡r✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❆rt✐✜❝✐❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ✭❆❆❆■✬✵✻✮✱
♣❛❣❡s ✶✾✸✸✕✶✾✸✹✱ ✷✵✵✻✳
❘✳ ❇❡❧❧♠❛♥✳ ❚❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❇✉❧❧❡t✐♥ ♦❢ t❤❡ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t②✱ ✻✵✭✻✮✿✺✵✸✕✺✶✺✱ ✶✾✺✹✳
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